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數值偏微分方程：有限差分法 

• 評價在 Black-Scholes 模型下一個歐式選擇權的價格，其形

式如下： 
𝜕𝑃
𝜕𝑡

𝑡, 𝑥 +
1
2
𝜎2𝑥2

𝜕2𝑃
𝜕𝑥2

𝑡, 𝑥 + 𝑟𝑥
𝜕𝑃
𝜕𝑥

𝑡, 𝑥 − 𝑟𝑃 𝑡, 𝑥 = 0,

(𝑡, 𝑥) ∊  0,𝑇 × 0,∞

𝑃 𝑇, 𝑥 = ℎ 𝑥
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自然對數 log 轉換 
• 定義P 𝑡, 𝑥 = 𝑢 𝑡, 𝑙𝑙𝑙 𝑥 ，則 u 𝑡, 𝑥  滿足了以下的偏微分方程式 

• �
𝜕𝜕
𝜕𝜕

𝑡, 𝑥 + 𝜎2

2
𝜕2𝜕
𝜕𝑥2

𝑡, 𝑥 + 𝑟 − 𝜎2

2
𝜕𝜕
𝜕𝑥

𝑡, 𝑥 − 𝑟𝑢 𝑡, 𝑥 = 0, 𝑙𝑜 0,𝑇 × −∞,∞
𝑢 𝑇, 𝑥 = 𝑙 𝑥 ≡ ℎ 𝑒𝑥

 

 
• 透過 log 轉換的最大好處是保持了一個非退化的擴散係數 𝜎2 2⁄ ，以維持(具漂

移項)布朗運動之無窮小生成元 (infinitesimal generator) 的橢圓性質。 
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定義域局部化 (localization) 

• null Dirichlet boundary condition 

• �

𝜕𝜕 𝜕,𝑥
𝜕𝜕

+ �̃�𝑢 𝑡, 𝑥 = 0  𝑙𝑜 0,𝑇 × 𝑂𝑥
𝑢 𝑡, 𝑥𝑥𝑥𝑜 = 𝑢 𝑡, 𝑥𝑥𝑥𝑥 = 0  𝑥𝑖 𝑡 ∈ 0,𝑇

𝑢 𝑇, 𝑥 = 𝑙 𝑥  𝑥𝑖 𝑥 ∈ 𝑂𝑥

 

• 其中狀態空間 𝑂𝑥 = 𝑥𝑥𝑥𝑜, 𝑥𝑥𝑥𝑥 。微分算子 
�̃� 定義為 

�̃�𝑢 =
𝜎 𝑥 2

2
𝜕2𝑢
𝜕𝑥2

+ 𝑏 𝑥
𝜕𝑢
𝜕𝑥

− 𝑟𝑢 
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時間與空間的離散化 

• 𝑏 𝑥𝑖
𝜕𝜕 𝜕𝑛,𝑥𝑖

𝜕𝑥
= 𝑏 𝑥𝑖

𝛻𝜕𝑖
𝑛

2ℎ
+ O ℎ2  

• 𝜎2 𝑥𝑖
𝜕2𝜕 𝜕𝑛,𝑥𝑖

𝜕𝑥2
= 𝜎2 𝑥𝑖

∆𝜕𝑖
𝑛

ℎ2
+ O ℎ2 , 

• 𝛻𝑢𝑖𝑛 = 𝑢𝑖+1𝑛 − 𝑢𝑖−1𝑛  
• ∆𝑢𝑖𝑛 = 𝑢𝑖+1𝑛 − 2𝑢𝑖𝑛 + 𝑢𝑖−1𝑛  

• 𝜕𝜕 𝜕𝑛,𝑥𝑖
𝜕𝑥

= 𝜕𝑖
𝑛+1−𝜕𝑖

𝑛

𝑘
+ O 𝑘  

• ℎ = 𝑥𝑥𝑥𝑥−𝑥𝑥𝑖𝑛
𝐼

, 𝑘 = 𝑇
𝑁
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Crank-Nicolson算法 

•

𝛼 = 𝜎2

2ℎ2
− 1

2ℎ
𝑟 − 𝜎2

2

𝛽 = −𝜎2

ℎ2
− 𝑟

𝛾 = 𝜎2

2ℎ2
+ 1

2ℎ
𝑟 − 𝜎2

2
.

 

• A =

𝛽 + 𝛼 𝛾 0
𝛼 𝛽 𝛾
0 𝛼 𝛽

⋯
0 ⋯
𝛾 0

0
0
0

0 ⋯
0 ⋯

⋯
0 𝛼 𝛽

0 𝛼
𝛾

𝛽 + 𝛾
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解一個向量型式的方程組 

• 1
𝑘
𝐼𝑑 − 𝜃𝐴 𝑢𝑛 = 1

𝑘
𝐼𝑑 + (1 − 𝜃)𝐴 𝑢𝑛+1 

• 𝑢𝑁 = 𝑙 𝑥𝑖 𝑖=0
𝐼
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傅立葉轉換方法 ( Fourier Transform 
Method) 評價選擇權 

• 令 𝐶𝑇 𝑘  為一歐式買權 
•  𝑙𝑙𝑙 𝑆𝑇  的傅立葉轉換記為 𝜙𝑇 𝑢 = 𝐸 𝑒𝑥𝑒 𝑥𝑢 log 𝑆𝑇  
• 乘上一“阻尼參數”(Damping Parameter) 定義出當 𝛼 > 0， 

𝑐𝑇 𝑘 = 𝑒𝑥𝑒 𝛼𝑘 𝐶𝑇 𝑘  
• 令傅立葉轉換記為 

𝜓𝑇 𝑣 = � 𝑒𝑖𝑖𝑘
𝑅

𝑐𝑇 𝑘 𝑑𝑘 

• 取反傅立葉轉換得到 

C𝑇 𝑘 = 𝑒−𝛼𝑘
1
2𝜋 � 𝜓𝑇 𝑣 𝑒𝑖𝑖𝑘𝑑𝑣

∞

−∞

= 𝑒−𝛼𝑘
1
𝜋� 𝑅𝑒𝑥𝑙 𝜓𝑇 𝑣 𝑒𝑖𝑖𝑘 𝑑𝑣

∞

0
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快速傅立葉轉換 (fast Fourier 
transform, FFT) 

• 可將原來的計算量 Ο N2  降至 Ο N log N  ，
因此提升了計算選擇權價格的效率性。快
速傅立葉轉換是工程上常使用的積分技巧，
在許多的計算軟體中都有現成的指令可以
直接使用 
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幾個常見的隨機模形 
• 跳躍-擴散 (Jump-Diffusion) 模型： 

𝜙𝑇 𝑢 = exp 𝑇 −
𝜎2𝑢2

2
+ 𝑥𝜇𝑀𝑢 + 𝜆(exp(−

𝛿2𝑢2

2
+ 𝑥𝜇𝑢 − 1))  

• VG (Variance Gamma) 模型： 

𝜙𝑇 𝑢 = exp(log(𝑆0 + 𝑟 + 𝜔 𝑇)(1 − 𝑥𝜃𝑖𝑢 +
𝜎2𝑢2𝑖

2
))−𝑇/𝜐。 

• 隨機波動 (Stochastic Volatility) 模型： 

ϕ𝑇 𝑢 =
𝑒𝑥𝑒 𝜅𝜃𝑇 𝜅 − 𝑥𝑖𝜎𝑢

𝜎2 + 𝑥𝑢𝑇𝑟 + 𝑥𝑢 log 𝑆0

𝑐𝑙𝑐ℎ 𝑟𝑇2 + 𝜅 − 𝑥𝑖𝜎𝑢
𝑟 𝑐𝑥𝑜ℎ 𝑟𝑇2

2𝜅𝜅
𝜎2

∗ exp −
𝑢2 + 𝑥𝑢 𝑌0

𝑟𝑐𝑙𝑐ℎ 𝑟𝑇2 + 𝜅 − 𝑥𝑖𝜎𝑢
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